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Pourquoi'en'sommes,nous'là?'
•  Importance des mathématiques pour la réussite 

académique et professionnelle ; 
•  Comparaisons internationales : très 

importantes différences et inégalités ; 
•  Précocité des inégalités : importance du milieu 

socio-culturel et de la préscolarisation (R3); 
•  Recherches : espérer des améliorations si 

interventions précoces ; sur quoi? comment 
prédire les performances ultérieures? 

•  Performances en mathématiques : 
hétérogénéité des composantes (R4) ; 
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Un'bilan'des'difficultés'
•  Les enfants et les élèves éprouvent parfois 

des difficultés en mathématiques, même 
très précocement R1) ; renforcé par l’image ;  

•  Plusieurs domaines sont concernés : 
– Propres aux mathématiques : sens du nombre, 

dénombrement, opérations, etc. ; 
– Capacités générales : langage, attention, 

mémoire de travail, vitesse, émotions, anxiété 
(R4) ; 

–  Instruction dispensée, très tôt, familles ou école 
(R3) ;  
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Objec:fs'
•  Perme<re'la'réussite'pour'tous';#individualiser#;#
gérer#les#appren1ssages#et#les#interven1ons#:#
–  Prévenir#les#échecs#(mais#non#les#obstacles)#et#
l’anxiété#:#curricula#;#démarches#adaptées#;#ou1ls#
divers#avec#indica1ons#précisées#;##

–  Traiter'en'temps'réel#les#difficultés#:#aider#à#les#
surmonter#;#connaissance#des#modalités#
d’appren1ssage#;#forma:on'des'enseignants'R6';#

– Remédier#si#les#difficultés#ne#sont#pas#surmontées#par#
les#interven1ons#pédagogiques#en#première#
inten1on#;#
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cpetersen
Machine à écrire
http://www.circ-ien-andolsheim.ac-strasbourg.fr/IMG/pdf/colmar_app_nombre_sept_2016_v2_cle044381.pdf



Comment'faire'face?'

•  Enseigner formellement et 
explicitement ; souvent efficace ; effets 
attestés de l’enseignement structuré et 
explicite, avec feed-back ; programmer ; 
évaluer ; 

•  Induire les savoirs et savoir-faire par le 
biais d’activités ludiques (plus ou moins), 
conçues de manière à contraindre les 
acquisitions ; apprentissage implicite ; 

•  École maternelle et école élémentaire ; 
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Que savent-il à l’entrée en 
maternelle? 

Trois types de savoirs 
Les petites quantités; les grandes 
quantités; des noms de nombres 
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Discriminer les petites quantités 
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296 L. Benoit et al. / Cognitive Development 19 (2004) 291–307

Fig. 1. The two types of dot configurations: familiar and unfamiliar.

after another. Count them. And then when I ask you, tell me how many there were.” Note

that the counting task had two parts, the counting part (serial naming of each element) and

the number–word part (cardinal naming of the whole).

A familiarization phase was carried out with a three-element collection displayed simul-

taneously or consecutively. A break was provided after the familiarization tasks.

2.3. Design

The five factors manipulated as independent variables were (a) age (3–5); (b) numerical

evaluation task: simultaneous, consecutive-counting (the first part of the consecutive task:

serial counting of dots), consecutive-cardinality (the second part of the consecutive task:

cardinal naming after serial counting); (c) type of configuration: familiar (FA) or unfamiliar

(UNFA) (see Fig. 1 for the two configurations chosen for each number); (d) dot display

direction in the consecutive task: LR (from left to right) or BT (from bottom to top); and

(e) number of dots, divided into two ranges: R1 (1–3) and R2 (4–6).

Except for age and display direction (LR or BT), the factors were presented according

to a repeated-measure design. Because of the necessity of controlling for order effects, the

various conditions were counterbalanced in the following way.

- Items: Each child received 24 items.

- Blocks: The 24 items were divided into four blocks of six items, each of a single type. A

given block was characterized by the task (simultaneous or consecutive) and the config-

uration (familiar or unfamiliar). The six items in all blocks were the six numbers (1–6).

- Block order: Four block orders were used by simply reversing the order of the tasks

(simultaneous-consecutive or consecutive–simultaneous) and the type of configuration

within the task order (familiar–unfamiliar or unfamiliar–familiar).

- Item order: Eight random item orders were defined for the six numbers (i.e., the six items).

Four were used for half of the participants (4 orders × 6 numbers = 24 items); the other

four orders were used for the other half of the participants.

- Children: Two children in each age group were presented with one series of the 24 items

(as specified above), and for these two children, the dots in the consecutive task were

displayed from left to right (LR). Two other children were presented with the second

Sans doute associée aux capacités de mémoire à court 
terme visuelle ; 
Ne signifie pas qu’ils comprennent la quantité de 
référence ; ni qu’ils l’associent aux symboles verbaux ou 
indo-arabes ;  
Peut s’étendre à des quantités plus grandes si 
configurations particulières (domino, dés) ; 
Peut être sélectivement affectée ; 

Subitizing 

Comparaisons de grandeurs et quantités 
Odic Dev Psy 2013 N23 
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Deux capacités de base 
•  Traitement précis des petites quantités: non 

numérique? MT? Rarement affecté ; 
•  Traitement approximatif des grandes 

quantités: 
–  Imprécision diminue avec l’âge ; 
–  Imprécision diminue avec l’éducation ; 
– Prédirait partiellement les performances 

ultérieures en arithmétique élémentaire ; 
importance des interventions ; 

– Est améliorable par exercice ;  
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Représentation verbale  
Comparaison anglais, chinois,  français 

 

 Français Anglais Chinois 
    

1 
2 
3 
 

10 
11 
12 
13 
 

20 
21 
22 
23 

un, une 
deux 
trois 

 
dix 

onze 
douze 
treize 

 
vingt 

vingt et un 
vingt-deux 
vingt-trois 

one 
two 
three 

 
ten 

eleven 
twelve 
thirteen 

 
twenty 

twenty-one 
twenty-two 
twenty-three 

yi 
er 

san 
 

shi 
shi yi 
shi er 

shi san 
 

er shi 
er shi yi 
er shi er 

er shi san 
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Impact des caractéristiques verbales 
sur l�acquisition de la numération verbale 

Comparaison anglais chinois 

0
10
20
30
40
50
60
70
80
90

100

3 ans 4 ans 5 ans

USA
Chine
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Évolution de la chaîne verbale 
Stable et 
conventionnelle

Stable mais non 
conventionnelle

Ni stable ni 
conventionnelle

1 Un deux trois Quatre six huit 
neuf

Quatorze treize 
cinq

2 Un deux trois Quatre six huit 
neuf

Douze quinze 
treize

3 Un deux trois Quatre six huit 
neuf

Quatorze

4 Un deux trois Quatre six huit 
neuf

Neuf
Colmar oct 2016 
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Évolution de la partie 
conventionnelle 

 
•  Dernier item atteint au comptage sans 

dénombrement 
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Évolution de la partie 
conventionnelle 

 

Classe moyenne Classe défavorisée

4 ans 19,9 15,5

5 ans 36 37,8

Les différences verbales associées aux classes sociales 
sont facilement éliminées par l�école 

Colmar oct 2016 

En résumé 

•  Dès l’entrée à l’EM, des différences 
importantes entre enfants concernant : 
– La discrimination des petits ensembles ; 
– La discrimination des « grandes » 

quantités ; 
– La connaissance des noms de nombres et 

des chiffres arabes ; 
– L’attitude et les émotions en relation avec 

les nombres ; 
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Ce qu’ils ne savent pas 
•  À quoi servent les nombres et noms de 

nombres ; relation entre subitizing et 
comptage ; 

•  Dénombrer de manière précise ; 
•  Relier les noms de nombres (ou les chiffres 

arabes) aux quantités ; 
•  Comment fonctionne le système numérique ; 

compositions et décompositions ; 
•  Évoquer les quantités à partir du verbal ou 

des noms de nombres ; Colmar oct 2016 16 



Cycles'1'et'2'

•  Favoriser#le#passage#d’un'traitement'intui:f'
et'approxima:f'des#grandeurs'et'quan:tés,#
disponible#dès#la#naissance#mais#qui#s’affine#
au#fil#du#temps,#à'un'traitement'précis#et#
conforme#aux#contraintes#culturelles#de#ces#
mêmes#grandeurs#et#quan1tés#dont#on#
aIend#qu’il#soit#en'place'à'l’entrée'à'l’école'
élémentaire#ou#en#fin#de#CP#;#

•  Facteurs#suscep1bles#d’influer#sur#ce#
passage#;### Colmar oct 2016 17 Colmar oct 2016 18 

Logique numérique: but du Cycle 1 

1 2 3 4 5

Le nombre comme ensemble de classes emboîtées 
et ordonnées 

Emboîtement (2 inclus dans 3, etc.), abstraction du 
cardinal, itération de l’unité (4 c’est 3 et encore 1), 
égalité des distances entre successeurs (entre 7 et 8 = 
entre 2 et 3), relation d’ordre. 

Des propriétés 
•  La quantification est précise ;  
•  Cardinal peut s’obtenir par correspondance 

terme à terme, sans dénombrer ; 
indépendance par rapport aux 
caractéristiques perceptives ; compositions et 
décompositions ; 

•  Cardinal peut s’obtenir par dénombrement : 
correspondance entre noms de nombres 
(symboles)  et entités ; itération de l’unité (4 
c’est 3 et encore 1) ; égalité des distances 
entre successeurs (entre 7 et 8 et 2 et 3) ; Colmar oct 2016 19 

Quelles sont les difficultés? 

Comment s’établit la notion de 
cardinal? Comment les systèmes 
symboliques vont-ils rendre précis 

le dénombrement? 
Colmar oct 2016 20 
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De la représentation analogique 
à la représentation verbale 

• Deux problèmes :
– Catégorisation : la cardinalité devrait être 
indépendante par rapport aux caractéristiques 
perceptives des collections (3 étoiles, 3 
fourmis, 3 voitures) ;
– Le langage code la quantité par l�ordre : 6 
est plus grand que 5 puisque 6 vient après 5 ; 
les enfants doivent apprendre à évoquer la 
quantité à partir de la succession des mots de 
nombres ; Colmar oct 2016 

Cardinal et correspondance 
terme à terme 

Acquisition lente associée à des 
expériences nombreuses et diverses 
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La notion de cardinal: abstraite 

La reconnaissance de l�équivalence 
numérique (= le cardinal) de petites quantités 
(2, 3 et 4) est d�autant plus facile chez les plus 
jeunes (jusque vers 4 ans) que: 

•  Les entités se ressemblent ; 
•  La disposition spatiale est proche ; 
•  Les enfants connaissent la suite conventionnelle 

des noms de nombres ; 
Colmar oct 2016 

La correspondance Terme à Terme (CTT) 
Inférer le nombre Inférer la 

correspondance 
Pour n = 3 ou 4 
3 ans .74 .71 
4 ans .93 .88 
Total .82 .84 
Pour n = 6 ou 7 
3 ans .66 .59 
4 ans .79 .88 
Total .72 .72 
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Dès 3 ans peuvent inférer la numérosité de 2 collections 
mises en CTT, et raisonner sur l’appariement de deux 
collections dénombrées. Toutefois, vrai avec petits 
nombres. Au delà de 4, labilité et inconsistances. 



Que faire? 
•  Nombreuses activités de mise en 

correspondance avec des entités 
différentes en tailles, couleurs, fonctions, 
etc. ;  

•  Variations des dispositions, des 
regroupements ;  

•  Collections témoins de doigts 
(contribution à l’abstraction du cardinal) ; 
(3 fourmis -> 3 doigts ; 3 doigts -> 3 
fourmis) ;  
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Différents codes analogiques 
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La relation aux codes 
symboliques 

Encore plus lent et complexe 
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L�importance des codes 

•  Essayez de résoudre: 
•  XXXIV x XXIII 
•  CXXIX - XXXVIII 
•  Ce ne sont pas les quantités qui posent 

problème, mais leur codage et la 
manipulation des codes; 

•  Source principale de difficulté: le code; sa 
signification; sa vitesse d�accès (dans les 2 
sens); sa manipulation; 

28 28



La relativité de la dimension verbale 
•  En Amazonie: peuplades sans séquence 

étendue de noms de nombres : limitée à « un, 
deux, trois… » ; 

•  Flou des appariements entre noms de nombres 
et quantités associées: 1 systématiquement 
appliqué ; 2 le plus souvent aussi ; mais 3 renvoie 
parfois à deux, parfois à 3 ou à 5 ; 

•  Pourtant, capacité d�évaluation approximative 
(donc représentation analogique fonctionnelle) et 
correspondance terme à terme exacte ; 

•  C’est la relation code quantité qui pose 
problème ; 
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Comptage chez les 2-3 ans 
•  Imiter l’alimentation d’animaux (oiseaux, 

requins) auxquels l’E donne des entités diverses 
en quantité variant de 1 à 6 ; sans jamais évoquer 
de nombre ni de quantité ;

•  44 enfants de 2 à 3 ans, aucun ne compte au-delà 
de un; deux sous-groupes: ceux qui se focalisent 
(F) sur la quantité et les autres (A) ;

•  Les enfants vont-ils utiliser le STO (exact jusqu’à 
3) ou le SEA (diminution des réussites en 
fonction de la quantité) ;
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TYPES DE  TACHES 

 

 

2 1/2 

 

3 

 

3 1/2 

 

4 

 

4 1/2 

 

5 

 

5 1/2 

 

6 

 

-Reproduire un no mbr e 

donné d'objets 

-Montrer autant de 

doigts que d 'objets 

-Montrer autant d'objets 

que de doigts 

-Imiter  un nomb re de 

coups frappés 

-Dire combien on  a 

entendu de coups 

-Dire com bien d'objets 

sans com pter 

-Donner un certain  nombre 

d'objets à 1, 2 ,3 personnes 

-Répéter la suite des 

nom bres 

-Dénombrem ent avec 

les doigts 

 

 

1  

 

- 

 

- 

 

- 

 

- 

 

1  

 

1  

 

1 à 4 

 

- 

 

- 

 

1-2 

 

1-2 

 

- 

 

- 

 

2  

 

2  

 

1 à 5 

 

- 

 

3  

 

- 

 

- 

 

1  

 

- 

 

- 

 

- 

 

1 à 6 

 

- 

 

- 

 

3  

 

- 

 

- 

 

- 

 

- 

 

- 

 

- 

 

- 

 

- 

 

- 

 

3  

 

2  

 

1-2 

 

3  

 

3  

 

1à 7-8 

 

2 à 6 

 

4  

 

4  

 

4  

 

- 

 

3  

 

- 

 

- 

 

1 à 10 

 

7 à 10 

 

- 

 

- 

 

- 

 

3  

 

- 

 

- 

 

- 

 

- 

 

- 

 

- 

 

- 

 

- 

 

- 

 

4  

 

4  

 

4 à 10 

 

- 

 

- 

 

Un constat 

La réussite à traiter 3 dépend des tâches à réaliser et de 
l’âge. Acquisitions limitées à des situations précises. 
Modularité des savoirs et savoir-faire. 

Descœudres, 1921 

Bilan 

•  Pour les jeunes enfants, le « nombre » 
n’est pas : 
–  Indépendant des caractéristiques 

perceptives ; 
–  Indépendant des situations de mise en 

œuvre ;  
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La chaîne verbale 
•  Les enfants apprennent très tôt et sans grand effort apparent, 

la suite des noms de nombres (= la chaîne verbale : un, 
deux, trois, etc..); la vitesse d�apprentissage dépend de la 
régularité du code verbal;  

•  La connaissance de la chaîne ne garantit pas que les 
enfants sachent s�en servir pour, par exemple, déterminer 
le successeur d�un nombre ou la plus grande de deux 
quantités ; 

•  Les enfants ne généralisent pas à l�ensemble des nombres 
les savoirs et savoir-faire qu�ils sont en mesure de mobiliser 
sur les petites quantités qu�ils maîtrisent: une fois parvenus 
à 4, ils ne sont pas capables de dire si 14 est plus grand que 
13 alors même qu�ils réussissent pour 5 et 4; 
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Évolution de la partie conventionnelle 

•  Dernier item atteint au comptage sans 
dénombrement 

Colmar oct 2016 
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Plusieurs apprentissages 
•  Les enfants apprennent les noms des nombres un, 

deux et trois en les associant à des quantités ;  
•  Cette acquisition, lente, suit un ordre :  

–  en premier « un » (vers 21/2 : sachant un) ;  
–  puis 2 (vers 3 ou 31/2 : sachant deux) ;  
–  puis 3 (vers 31/2 ou 4 : sachant trois) ;  

•  Cette acquisition est mise en évidence par, d�une part 
« Donne N », d�autre part «Combien y a-t-il sur une 
carte? » ; 

•   Peu de temps après être devenus « sachant trois ou 
quatre », ils découvrent le principe cardinal et la 
fonction de successeur (N, N+1, (N+1)+1…) ; rôle des 
interventions? Colmar oct 2016 

Que'faire?'

•  Le#problème#est#triple:#
–  Raffiner#les#capacités'de'comparaisons#des#
grandeurs#et#quan1tés#;#établir#l’équivalence#des#
quan1tés#;#correspondances'terme'à'terme#;#

– Acquérir#un'(ou'des)'système(s)'symbolique(s)'
(noms#de#nombres,#chiffres#arabes,#ou#autre)#;#

– Associer'les'symboles'aux'quan:tés'dans#les#deux#
sens#:#cardinal#(no1on#très#abstraite)#;#évoca1on#
et#produc1on#automa1ques#;##
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continuous ANS Gaussian activation from ANS-to-Word
(see also Crollen et al., 2011).

Thus, two potential challenges arise for mapping from
ANS-to-Word: sampling and choosing among multiple
bins. Children below the FC/FP-Mapper level might have
an imprecise sampling procedure for converting the con-
tinuous ANS representation into a discrete response bin
(or they may not have developed this procedure at all)
and, as a result, they cannot perform well on the ANS-to-
Word task. Alternatively, all children might be capable of
properly sampling, but, in the face of multiple activated
bins, children may find it difficult to select only one number
bin and give up on choosing from these activated options.
Under this view (i.e., difficulty selecting among multiple
activated response bins), children’s performance on Fast
Cards and Fast Pats might also suffer if they can recognize
that there is only one correct answer to the question (‘‘How
many dots were on the card?’’) and that the many response
bins activated on any one trial means that they are unlikely
to answer correctly. Presently, our data cannot adjudicate
between the sampling and selection proposals. A more for-
mal account of these proposals might be constructed and
submitted to empirical test in future work. But, whatever
the correct account of children’s difficulty in mapping from
ANS-to-Word, this difficulty will have repercussions, in
practice, for how they use ANS representations to inform
their growing sophistication with exact number represen-
tations and number words.

We suggest that going from a number word to an
approximate ANS value (Word-to-ANS mapping) is a dif-
ferent challenge from the reverse. In this situation, the
child is given a precise number word and is asked to some-
how reproduce it (e.g., by rapidly tapping). A production
problem like this is not naturally solved by a sampling
procedure akin to that just described, since the ANS

representation must be generated via tapping before it
could be sampled and compared to the target value; this
would require sampling after each individual tap, thus
making a sampling procedure cumbersome.

In contrast to a sampling procedure, one plausible mod-
el for a Word-to-ANS mapping involves the building up of
an approximate signal as the reproduction behavior (e.g.,
patting) continues until the representation of the approxi-
mate number of pats meets some associatively learned cri-
terion (Cordes et al., 2001; Meck & Church, 1983; Fig. 11).
The requested number word may associatively map to a
region of the ANS mental number line with either greater
(e.g., Fig. 11, ‘‘two’’) or lesser precision (e.g., Fig. 11,
‘‘ten’’). Such mappings could be learned piecemeal – for
example, a child might build a sense of where ‘‘ten’’ falls
on the continuum before they have a strong sense of the
ordering between ‘‘eight’’ and ‘‘nine’’ (Condry & Spelke,
2008; Nicoladis, Pika, & Marentette, 2010; and the present
data). When asked to pat ‘‘ten times’’, the subject would
activate the corresponding goal region of the ANS number
line that is associated with the number word (Fig. 11).
With this criterion region activated, the subject would
begin patting, and the Gaussian activation representing
the currently patted number would grow as patting con-
tinues (e.g., in Fig. 11 the Gaussian activation would move
rightward as patting occurs). The current activation could
be compared to the criterion activity throughout the
patting sequence, and the subject would stop whenever
the current activation falls within – or moves past – the
goal region. This comparison of current activation to goal
activation requires the same operation that is performed
when discriminating two sets of dots using the ANS, an
ability that even rats and newborns, who lack number
words entirely, are capable of (Barth et al., 2006; Meck &
Church, 1983; Xu & Spelke, 2000).

Fig. 10. The hypothesized ANS-to-Word mapping procedure. The top panel illustrates the stimulus which would be briefly displayed. The second panel is
the internal representation of approximate number, along a mental number line. The final panel is the response grid that is used in the sampling procedure
and that, in turn, actives several numbers, to different degree. Each sample is illustrated by the arrows; given these samples, the most likely number word
produced would be ‘‘ten’’.

D. Odic et al. / Cognition 138 (2015) 102–121 117

indicates that the representation of numerosity is
approximate and it becomes noisier with increasing
target numerosity (Gallistel & Gelman, 2000; Izard &
Dehaene, 2008; Whalen, Gallistel & Gelman, 1999).

The property of scalar variability can be indexed by a
constant Coefficient of Variation (CoV), that is the ratio
between the mean estimate and the standard deviation of
estimate (CoV = SD of estimate/Mean estimate). There-
fore, if both terms proportionally increase, the CoV is
expected to be constant for each target numerosity. In
other words, the CoV represents the width of the bell-
shaped curve centered on the mean estimate and it
indexes the internal noise of the ANS. The average
distribution of responses and the corresponding CoVs
are plotted in Figure 1 (panels c and d). We analyzed the
SD and CoV in repeated measures ANOVAs with Target
Numerosity (N1, N2, N3, N4, N5, N6) as within-
subjects factor. The effect of Target Numerosity was
significant in the SD analysis (F(5, 115) = 6.77, MSE =
1.02, p[GG] < .001, g2g = 0.09) and it was well described by
a a significant positive slope in a linear regression
analysis of the mean SD as a function of target
numerosity (b = .28, t(4) = 8.9, p < .001). Conversely,
the effect of Target Numerosity was not significant in the
CoV analysis (F(5, 115) = 0.46, MSE = 0.07, p[GG] = .678,

g2g = 0.01). The average CoV (M = 0.39, 95% CI = [0.28,
0.5]) converted to closest round numbers provides a ratio
of approximately 3:4.3

Having established that focusers deploy the ANS to
perform the imitation task, we also investigated the
distribution of responses of those children who were
intially classified as focusers (above-chance performance)
but did not show a significant effect of numerosity in the
regression analysis. We named this sub-group of children
as partial-focusers (N = 13). We therefore analyzed
partial-focusers’ accuracy within the small number range
in a repeated measures ANOVA with Numerosity (N1,
N2, N3) as within-subjects factor. The main effect of
Numerosity was significant (F(2, 24) = 3.63,MSE = 0.07,
p = .042, g2g = 0.14) and planned t-test comparisons on
mean accuracy (N1: 58%, N2: 37%, N3: 31%) revealed a
significant difference only between numerosity 1 and 3 (t
(12) = 2.22, p = .046, r = 0.29). The response distribu-
tions across the full range of numerosities is shown in
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Figure 1 Distribution (in percentage) of the number of elements inserted into the puppet by Non-Focusers (Panel a), Partial-
Focusers (Panel b), and Focusers (Panel c) for each target numerosity (from 1 to 6). (Panel d) Focusers’ coefficient of variation plotted
as a function of target numerosity (black bars represent 95% within subjects CI; Morey, 2008).

3 When all trials in which focusers inserted all tokens were removed
from the analysis (thereby considering these trials as lapses of attention)
the pattern of results was virtually identical, apart from the expected
small reduction in response variability. Accordingly, the CoV dropped
from 0.39 to 0.33.

© 2015 John Wiley & Sons Ltd
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Associer les symboles aux quantités et 
utiliser les deux 

37 37

SEA: Représentation
analogique

 des grandeurs (et quantités)

Représentation symbolique
= CODE

Langage 

Chiffres arabes 

Doigts 

Encoches 

Bouliers 

Approximative 
Évaluations, 
comparaisons 
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Différents codes analogiques et 
symboliques 
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Appariement Mots-Chiffres-Quantités 
Benoit, 2013 

Colmar oct 2016 39 

Analogique 

Chiffres 
arabes 

Noms de  
Nombres 

Un, deux, trois 1, 2, 3
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Analogique 

Chiffres 
arabes 

Noms de  
Nombres 

Un, deux, trois 1, 2, 3

3 ans 
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Analogique 

Chiffres 
arabes 

Noms de  
Nombres 

Un, deux, trois, …six 1, 2, 3, …6

4 ans 
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Transcodage en passant par la quantité 

Plusieurs activités 
•  Reconnaître et dénommer les quantités ; 
•  Passer de n à n + 1 (et à n – 1) ; 
•  Comparer et ordonner les quantités ; 
•  Associer des collections-témoins (dominos, 

doigts) aux quantités et aux symboles ; 
•  Dénombrer: dire combien il y a ; donner x ; 
•  Distinguer le comptage du dénombrement ; 
•  Composer et décomposer ; 
•  Résoudre des problèmes ; 
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Exploiter les petites quantités 

De 1 à 3 ou 4 puis à 5 et 6 jusqu’à 10 
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Plusieurs activités 
•  Chercher des entités dissimulées dans des 

boîtes opaques (non verbal) ; comparer des 
ensembles hétérogènes (non verbal) ;  

•  Trouver le résultat d’ajouts ou de retraits 
(non verbal) ; puis verbal ; 

•  Déterminer si la CTàT permet de savoir 
combien sans compter (il y a autant de n 
que de m et il y a n, combien de m?), 
verbal ; 

•  Passage du non verbal au verbal: grand 
problème ; 
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Mémoire et transformations  
(non verbales) 

Mettre ensuite ou non en relation avec les symboles (1 
+ 4 = 5); étudier les stratégies; 

On place 1 jeton (ou plus) dans une boîte opaque. On 
ajoute (ou on retire) 2, 3, 4 jetons sans que l’enfant 
puisse voir le résultat. On demande à l’enfant de 
produire lui-même le résultat avec ses propres jetons. 

Les tout-débuts 
 

Boîte 
réelle 
fermée 

Boîte 
évoquée 

Présentation 
formelle 

Petits nombres < 3 83% 56% 15% 

Grands nombres > 3 28% 20% 6% 
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Jusque vers 5 ans 1/2, réussite lorsque les quantités sont petites et 
associables à des représentations spatio-temporelles (évocation en 
mémoire). Aller progressivement de quantités manipulées à des 
quantités évoquées puis à des symboles ; des petites aux plus 
grandes quantités ;

Ajouter ou retirer (max de 2 à 5) 
Présentation verbale 

numérosité 
Âge Tâche 2 3 4 5 
36 Addition .86 .54 .33 .07 

Soustraction 1.00 .71 .38 .07 
42 Addition .88 .66 .25 .19 

Soustraction 1.00 .72 .40 .06 
48 Addition .81 .66 .19 .19 

Soustraction 1.00 .78 .42 .19 
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Très faibles performances au-delà de trois: résolution par 
évocation. Peu d’utilisation des doigts ou autres dispositifs. 



Difficultés 
•  Percevoir les actions est plus facile que 

les évoquer à partir du langage ;  
•  Les noms de nombres sont des 

abstractions: beaucoup de temps avant 
de conduire à l’évocation des quantités 
précises ; 

•  Passer du comptage au cardinal ; et 
réciproquement (jeux de plateau) ; 
comptage et correspondance terme à 
terme ; 
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Mises en correspondance 
progressives 

•  Configurations aléatoires ou 
conventionnelles (collections témoins ; 
doigts) ; 

•  Mots de nombres; chiffres arabes ; ne 
pas les confondre (transcodage) ; 

•  Quantités et symboles (dans les deux 
sens: précision, rapidité) ; 

•  Élaboration progressive par n, n+1, n
+1+1, etc. 
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Le dénombrement 

Suite verbale, pointage moteur et 
coordination 
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Le dénombrement  
•  Coordination de la mise en œuvre de deux 

composantes, sources potentielles de 
difficultés : 
– Composante motrice (pointage, 

mouvements des yeux, etc) ; 
– Composante symbolique (noms de 

nombres, chiffres arabes, formes signées) ; 
– Possible coût de cette coordination, qui 

s�ajouterait aux coûts de chacune des 
deux composantes ; 

– Quel impact chez les enfants TSL ou 
dyspraxiques? Trois sources de difficultés ; 
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Dénombrer : procédure canonique 
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1 
6 

5 
2 

3 
4 

– Stricte correspondance terme à terme entre 
désignation des éléments et items servant à les 
désigner ; 
– Ordre stable des éléments servant à désigner ; 
– Le dernier élément énoncé fournit la cardinalité ; 
– Abstraction: aucun impact de l�homogénéité ou de 
l�hétérogénéité ; 
– Non pertinence de l�ordre du traitement ; 

Landerl et al., 2004 

Dénombrer: cardinal 
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Éviter le comptage numérotage 

Performances en fin de GSM (70 mois) 
vers le CP 
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Principes Pourcentages
Ordre stable (OS) 62.4
Correspondance T à T (CTT) 95.3
Cardinalité C 65.7
OS+CTT 59.1
OS+C 43.3
CTT+C 65.7
Les trois 44.2

Le dénombrement : diagnostic 
•  Différencier les erreurs de 

performances des troubles de la 
compétence (Gallistel & Gelman 1983) ; 

•  Comparaison de performances 
dans trois conditions : pointage 
de jetons sans dénombrement ; 
énonciation des noms de 
nombres; jugement du 
dénombrement (exact ou erroné) 
effectué par une marionnette ;  

•  Enfants TSL, dyspraxiques et 
contrôles appariés sur l�âge ; 

•  Camos, Fayol, Lacert, Bardi & Laquière, 1998 
Colmar oct 2016 56 

Difficultés d�attention: 
Julien, 7 ans : 16 au lieu 
de 15; 
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Activités avec nombres de plus en 
plus grands 

•  Reconnaître, dénommer, comparer et ordonner des 
collections; puis les symboles correspondants; 

•  Associer différentes représentations (livres à 
compter) ; utiliser des collections-témoins (doigts) ; 
puis des symboles ; 

•  Dénombrer (dire combien il y a) et donner x ; 
collections -> symboles ET symboles -> 
collections ; 

•  Composer et décomposer (un et encore un et 
encore un et encore un c’est quatre; deux et encore 
deux c’est quatre) ; 

•  Résoudre des problèmes : en actions; à partir de 
petites histoires; à partir de situations ; sous format 
abstrait; passage progressif au verbal ; Colmar oct 2016 

Cycle 2 

Des actions aux représentations d’actions 
puis aux traitements symboliques 
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Les'rela:ons'code'quan:tés'R11#

•  Ques1ons#rela1ves#aux'codes'de'la'
numéra:on'orale'puis'écrite,#à#leurs#
propriétés#et#aux#appren1ssages#
correspondants#;##

•  L’appren1ssage#du#code#indoRarabe#auRdelà#de#
la#dizaine#:#la'nota:on'dite'de'posi:on'et#ses#
difficultés#;#nota1on#qui#correspond#à#des#
concepts#nouveaux#que#les#élèves#doivent#
acquérir#et#qui#pourraient#contribuer#à#
favoriser#ceIe#acquisi1on#;##
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Les'opéra:ons'
•  U:liser'et'combiner'des'symboles'suivant'des'
règles'(addi1on,#soustrac1on,#mul1plica1on,#etc.)#
plutôt#que#de#réaliser#des#transforma1ons#(ajouter,#
enlever,#partager)#portant#sur#les#quan1tés#
concrètes#correspondant#à#ces#symboles#;#R15#R16#

•  Apprendre'que'la'manipula:on'réglée'des'
symboles'abou:t'au'même'résultat'que'
l’applica:on'des'transforma:ons';#

•  Découvrir#la#«#liberté#»#rela1ve#de#manipula1on#des#
symboles:#propriétés'des'opéra:ons'(inversion,#
commuta1vité,#etc.)#;#Colmar oct 2016 60 



Les traitements symboliques 

•  Le traitement symbolique des opérations 
nécessite : 

•  La compréhension et l’automatisation 
des relations entre symbole et cardinal 
(dans les deux sens) ; 

•  La compréhension du fonctionnement 
des représentations symboliques : 
verbales et indo-arabes (succession, 
itération de l’unité) ; relations ordinales 
(ligne numérique) ;  Colmar oct 2016 61 Colmar oct 2016 62 

Les quantités et leur codage 
symbolique 

Quantité 1 
Quantité 2 

Code 1 Code 2 
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Les transformations 

Quantité 1 
Quantité 2 

Quantité résultante 

La#réunion#(ou#l’extrac1on)#physique#portant#sur#deux#
quan1tés#(ou#plus)#abou1t#à#une#nouvelle#quan1té,#
résultante.#Intui:on'primi:ve'très'précoce.#
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Des transformations vers les 
opérations 

Quantité 1 
1, 2, 3, … Quantité 2 

N+1, n+2, .. 

Quantité résultante Q3 
Q1 puis Q2 

Q1 Q2 

Symbolisation 

Q3 
 L�appariement de chaque ensemble avec un symbole permet 

d’aboutir à un nombre pour chaque quantité (Q1, Q2 et Q3). 
L’aboutissement est équivalent au parcours de Q1 puis de Q2 

en un même dénombrement. 

Symbolisa:on'
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Des transformations vers les 
opérations 

Quantité 1 
Quantité 2 

Quantité résultante 

Q1 Q2 

Symbolisation 

Q3 
 Passage#de#Q1#puis#Q2#à#Q1#+1,#+2,#+3…..#Jusqu’à#Q3.##

Puis#commencer#par#le#plus#grand#des#deux#(Min#m,#n)#

Symbolisa:on'
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Les opérations 

Quantité 1 
Quantité 2 

Quantité résultante 

Q1 Q2 

Symbolisation 

Q3 
 Puis commencer par le plus grand des deux (Min m, n) Q1 

+ Q2 = Q2 + Q1 = Q3 
Compositions et décompositions ; faits ; 

Commutativité de l’addition, non de la soustraction 

Symbolisa:on'

+' ='

Entraînement informatisé 
•  147 enfants de CP répartis aléatoirement en 

groupes entraînés (analogique ou 
symbolique) ou non; 

•  10 sessions de 30 mn pendant 4 semaines; 
le programme adapte automatiquement la 
difficulté à la performance de l’élève;  

•  Les groupes entraînés font mieux que le 
groupe contrôle ; c’est l’entraînement 
« approximatif » qui améliore le plus les 
performances ; 

Colmar oct 2016 67 

L’apprentissage du code indo-
arabe et le transcodage 

Une difficulté particulièrement 
importante en francophonie 
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Propriétés du code indo-arabe 
•  Lexique restreint (10 éléments dont zéro); 
•  Notation positionnelle (la valeur dépend de la 

position: 1; 10; 100; 1000); 
•  Erreurs de position : 201 vs 210; importantes 

difficultés en 2ème et 3ème primaires;  
•  Problèmes de transcodage oral -> écrit : 

erreurs spécifiques en Français (6012 pour 
soixante douze; 42016 pour quatre vingt seize) ; 

non transparence de la base dix; 
•  Utiliser longtemps du matériel pour manipuler en 

base 10 ; 
Colmar oct 2016 69 

En français 
•  Suite verbale des noms de nombres 

irrégulière : base dix transparente 
seulement à partir de dix-sept ; pas ou 
peu transparente avec vingt, trente, 
quarante ; puis irrégularités avec 
soixante-dix, quatre-vingt et quatre-
vingt-dix ; 

•  Complique l’apprentissage de la 
numération indo-arabe car base 10 
systématique ;  

Colmar oct 2016 70 
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Traitements des chiffres et mots de nombres 
Transcodage 

ANALOGIQUE PRÉ-VERBAL 

VERBALE INDO-ARABE 

six 6 
Transiter par la signification?  

?# ?#
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Représenta:ons'verbale'et'indo,arabe'

REPRÉSENTATION  
VERBALE 

REPRÉSENTATION 
INDO-ARABE 

 

Difficulté#dépend#de#la#facilité'd’appariement'
entre#code#verbal#et#code#indoRarabe:#douze#
versus#dix(deux(pour#12(

Colmar oct 2016 
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La'représenta:on'indo,arabe'
(Seron(&(Fayol,(1994(;(Fayol(&(Seron,(2005,(2015)(

(
!  Erreurs'ini:ales'de'transcodage;'

!  Comparaison#Wallon/Français#:#
Ecriture#sous#dictée#en#Deuxième#primaire##
(CE1)#

!  Quatre#vingt#deux#R>#4202#ou#802#
Soixante#douze#R>#6012#
Quatre#vingt#dix#sept#R>#42017#
#

!  Erreurs#de#même#type#chez#des#adolescents#en#
grande#difficulté#d�appren1ssage#;#

(#

Transcodage'en'fin'de'CE1'
Jarlegan(et(al.,(1996(

•  Structure:#D#(30,#60)#DC#(70,#90),#DU#(41,#
57),#DCU#(76,#83),#CDU#(312,#749),#CDCU#
(481,#293)#MCDU#(1352)#;##

•  Épreuves#:#RC,#LR,#CR,#LC,#RL,#CL#(R##
Représenta1ons#avec#cubes,#barres#de#10#et#
plaques#de#cent#;#L#:#écriture#en#leIres#des#
noms#de#nombres#;#C#:#écriture#en#chiffres#;#

•  Au#total#192#items#(48#par#condi1on)#;##
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Résultats'du'transcodage'en'CE2'
Fayol(&(Seron,(2015#

Exemples de nombres :  
NR 4S : 3029, 1203; R 4S: 1117, 1516; 
NR 5S : 9401, 2045; R 5S : 6057, 7160; 
NR 6S : 1842, 8091; R 6S :  3084, 5617;  

Mémoire à court terme : longueur et sonorité 
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Réussir'le'transcodage'
Perros(et(al.,(1998#

•  Maintenir#la#configura1on#verbale#en#mémoire#(1)#;#
•  Déterminer#le#nombre#de#chiffres#(frame)#(2)#;#
•  Capacité#de#contrôle#ultérieur#(3)#;#
•  Applica1on#:#en#CE1#:#passage#de#126#à#4#erreurs#en#
quelques#jours#;##

1 

2 

3 

Transcodage sous dictée 



Un cumul de difficultés 
•  Les irrégularités de l’oral rendent complexe 

l’apprentissage du code arabe ; erreurs 
consécutives à la mémoire et aux 
irrégularités ;  rôle de la répétition ; 

•  Importance des relations entre base 10 et 
codage arabe : numération de position ; 
risques de traitements sans compréhension ; 

•  Intérêt d’associer des manipulations de 
matériel ad hoc avec le codage arabe ; 
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Trois modalités de 
représentation 

Käser et al. Computer-based training for numerical cognition

an increased motivation by providing an attractive computer-
based learning environment and by adapting the difficulty level
to the individual child.

METHODS
DESCRIPTION OF THE TRAINING PROGRAM
The training program combines the training of basic numerical
cognition with the training of different number representations
and their interrelations and arithmetical abilities. Our interven-
tion relies on three design principles:

(1) Design of numerical stimuli: A special number design
enhancing the different number representations is consis-
tently used throughout the training program. Furthermore,
the three different number modalities are shown simultane-
ously at the end of each trial.

(2) Adaptability and scaffolding: The learning process of children
is different, i.e. they start at different initial levels, progress
with different speed and show different specific problems.
Our intervention program optimizes the learning process
by providing a hierarchically structured learning environ-
ment teaching fundamental knowledge first (scaffolding).
Furthermore, it is fully adaptive to customize the learning
experience of the child. Task difficulty is adapted to the
child and specific problems of a child are recognized and
addressed.

(3) Different types of knowledge: The intervention program aims
to balance the acquisition of conceptual knowledge with
automation training. Children are taught conceptual knowl-
edge before going over to automation training. An arithmetic
operation is for example first introduced and explained. The
arithmetic operation and its solution are then modeled using
stimuli and finally, mental calculation is trained.

Design for numerical stimuli
The special design for numerical stimuli is intended to enhance
the different number modalities and to strengthen the links
between them. Properties of numbers are encoded with visual
cues such as color, form and topology. The digits of a number are
attached to the branches of a graph and represented with different
colors according to their positions in the place-value system: Units
are colored in green, tens in blue and hundreds in red (Figure 1
left). We assume that this representation facilitates the acquisi-
tion of the Arabic notation as well as the translation between
verbal and Arabic notation. The cardinal magnitude of number
is emphasized by representing the number as an assembly of one,
ten and hundred blocks. This representation illustrates the fact

FIGURE 1 | Numerical stimuli for the number 35. Number graph (left),
colored block (middle) and number line representation with integrated
blocks (right).

that numbers are composed of other numbers. The blocks are
linearly arranged from left to right (Figure 1 middle) or directly
integrated in the number line (Figure 1 right).

Structure
The training program is composed of multiple games in a hier-
archical structure. Figure 2 shows the target structure of the
training program. The study version (section User study) of
the program is constrained to specific areas of the target struc-
ture (intuitive number understanding, number representations,
arithmetic operations) and to natural numbers up to 1000. In
the following, we describe the target structure of the training
program.

Games are structured along number ranges and further
divided into hierarchically ordered areas:

(1) Number representations: This area focuses on different num-
ber modalities and number understanding in general. It
trains transcoding between different number representa-
tions. Furthermore, the three interpretations of number are
established: Cardinality (quantity), ordinality (position in a
sequence) and relativity (difference between two numbers).
Games in this area are hierarchically ordered according to the
four-step developmental model (von Aster and Shalev, 2007).

(2) Arithmetic operations: This area trains arithmetic operations
at different difficulty levels. Task difficulty is determined by
task complexity, the magnitude of numbers involved and the
means (visual aids) available to solve the task.

(3) Word problems: A complete understanding of mathematical
operations requires the ability to associate a described sit-
uation with a mathematical operation and vice-versa. This
also presumes an understanding of the actual meaning of the
operation.

Each area builds up on knowledge gained in previous areas and
implicitly trains these skills further. An additional forth area
serves as a precondition for the three areas described above.
This area focuses on important precursor abilities (Landerl et al.,
2004; Hannula and Lehtinen, 2005; Mazzocco and Thompson,
2005; Krajewski and Schneider, 2009) such as subitizing or
counting.

Games can also be categorized based on their complexity and
relative importance. Main games are complex games requiring a
combination of abilities to solve them. Support games train spe-
cific skills and serve as a prerequisite for the main games. Each
area features one main game and several support games. A typical
training path would traverse each number range from left to right
starting with the number range from 0 to 10. The main games are
the same for each number range; they just differ by the cardinal
magnitude of numbers used.

Adaptive algorithm
To offer optimal learning conditions, the training program adapts
to the needs of a specific child. All children start the training with
the same game. After each trial, the program estimates the actual
knowledge state of the child and displays a new task adjusted to
this state. The student model and controller mechanism are based

www.frontiersin.org August 2013 | Volume 4 | Article 489 | 3

Graphique du nombre (gauche); réglettes de 
couleur (milieu); ligne numérique (droite) 
Käser Fr in Psy 2013 N26 Programme Calcularis 
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R7#

La ligne numérique 

Importance de l’unité 
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La ligne numérique comme outil 
d�évaluation de la représentation 
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Évaluer les relations entre représentations 
analogique et symbolique 
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Évaluer les relations entre représentations 
analogique et symbolique 
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Adultes 

Évaluer les relations entre représentations 
analogique et symbolique 
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GSM 
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Évolution des estimations 
Siegler, R.S., & Booth, J. L. (2004); Booth, J.L., & Siegler, R.S. (2006)   
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Évolution de la mise en relation entre système symbolique 
verbal (quinze…) et représentation spatiale: du logarithmique 
au linéaire. Colmar oct 2016 



Patrons de performance 
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Tout-venant 

Faibles 

Dyscalculiques 

Geary, 2011 

Évolution 
•  Sur une ligne allant de 0 à 10, le pourcentage 

d’erreur (PAE) de 14% en fin de CP à 4% en CE2 ; 
•  De 0 à 100, le PAE passe de 19% en fin de CP à 8% 

en fin de CE2; 
•  Sur une ligne allant de 0 à 1000, le PAE passe de 

21% en CE1 à 14% en CM1 puis à 7% en Sixième et 
1% chez l’adulte ; 

•  Les erreurs sont beaucoup plus importantes avec les 
fractions (ligne de 0 à 1 ou 0 à 2) et les décimaux ; 

•  Relations avec la performance en 
mathématiques ; meilleur prédicteur des 
performances arithmétiques en CP et CE1 ; au delà 
évaluation de l’ordre ;  Colmar oct 2016 86 

Utilisations de la ligne numérique 
Soustraction 65 - 38 

320 Mental Strategies 20-100 

only the N10 (with flexible variations) but also the 1010 strategy is ear- 
marked as a basic mental strategy in this number domain (with reference to 
our Leiden research: Treffers & De Moor, 1990). 

10 

10 1 65 

2755 
35 

45 

27 
65 

3 60 

25 1 27 

2 
Subtraction problem 65 - 38 = 

Figure 5. Various N10 strategies drawn on the empty numberline. 

As a result of our own studies, we also published a new instructional line 
for the second grade in which both mental strategies 1010 and NIO are 
given attention (Beishuizen, Felix & Beishuizen, 1990). In our proposal we 
follow a more psychological concept of gradual knowledge development 
(Boekaerts & Beishuizen, 1991; cf. Glaser & Bassok, 1989). In a first stage, 
the extension of the declarative and procedural knowledge base of new 
mental strategies is emphasized, and in a second stage, the flexibility of 
those strategies (also with aid of the numberline as mental model). 

For the sake of brevity, we now only mention these new instructional 
concepts. Although much work for the elaboration and the implementation 
of these ideas still has to be done, the period of the 1980s with the strong, 
prestructured emphasis on the hundredsquare and the N10 strategy has now 
been left behind in our country. The earlier-mentioned modern mathematics 
book OR (used in the condition HU) was the first to appear in a revised edi- 
tion (1991) with the numberline and various N10 strategies as an 
instructional model, as illustrated in Figure 5 (thus replacing the hundred- 
square and the single N10 procedure, as depicted in Figure 1). In this way, 
we hope the 1990s will bring us new experiences and outcomes in school 
practice as well as other insights, through more empirical and theoretical 
research on the issues we have raised in this article. 
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Unifier conceptuellement la 
notion de nombre 

•  La ligne numérique : pour les entiers 
naturels ; 

•  Pour les fractions : bornes  (0 – 1 à 0 – 2 
par exemple) ; 

•  Fortement liée aux performances 
arithmétiques (opérations, problèmes) ; 

•  Prédit les réussites ultérieures (au-delà du 
CM1) ;  

•  Entraînable avec effets sur les 
performances arithmétiques ;  Colmar oct 2016 88 



Les opérations 

Calcul mental versus opérations 
posées 
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Les'opéra:ons':'4'dimensions'

•  Des#situa:ons#:#les#premières#
«#opéra1ons#»#sont#très#dépendantes#des#
situa1ons#présentées#;#indépendance#
croissante#;#

•  Des#procédures#:#découvertes#par#les#
enfants#puis#enseignées#;#algorithmes#;#

•  Des#faits#(dit#arithmé1ques:#3#+#4#R>#7)#;#
•  Des#propriétés#(commuta1vité,#inversion,#
etc.)#;#R16#
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Le tout-début : compter tout 
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Compter tout (2 puis 4) : agir (réunir) puis 
dénombrer le total (6). 
 

1 

2 

1 

3 

2 

4 

1 

2 

3 4 

5 6 

Puis : compter à partir du premier 
fourni 
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2 

3 

1 

4 
2 

5 
2 

6 
4 

Avec objets présents: action dépendante de la présentation



Puis : compter à partir du plus grand 
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5 

1 

6 
2 

4! 

Début des opérations : l�ordre de traitement s�autonomise 
par rapport à l�ordre de présentation : a + b = b + a

1 

2 

1 

3 

2 

4 

Evolution des procédures de calcul 
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Diversité des procédures de résolution d�opérations simples 
– Objets eux-mêmes; tout compter ; 
– Substituts analogiques des objets (doigts) ; 
– Compter mentalement, en commençant par le 
premier fourni (3) puis par le plus grand (4) (min m,n) 
découverte de la commutativité ; 
– Retrouver directement en mémoire verbale le résultat 
d�une association (3 et 4 -> 7) ; 
– Décomposer le problème à résoudre ; 7 + 5 -> 7 + 3 + 
2 

Les performances varient en fonction : de la taille des 
nombres ; de la modalité de présentation ; de la situation 
décrite ;  

Stratégies'1010'ou'N10:'addi:ons'et'soustrac:ons'R14'–'R18'
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In our research in this domain, we have been exploring this latter type of 
mental strategy for addition and subtraction up to 100 as well as the influ- 
ence of supporting arithmetic materials and models in Dutch second grades 
(Beishuizen, 1985, 1986, 1989). In a replication study to be reported here, 
we analyzed the relationships between those variables on strategy level as 
well as the effects on performance level. 

MENTAL STRATEGIES IN THE NUMBER DOMAIN 20-100 

In Dutch second grades, in the domain of two-digit numbers between 20 
and 100, two main (noncolumnwise) strategies for mental addition and sub- 
traction are widely in use: the 10 + 10 strategy and the N + 10 strategy 
(referred to hereafter as 1010 and N10, respectively) as we called them in 
earlier publications (Beishuizen, 1985; Beishuizen & Van Mulken, 1988; 
Wolters, Beishuizen, Broers, & Knoppert, 1990). Both strategies have in 
common that they handle the tens first before the units (left to right). Of 
these two strategies, the 1010 strategy starts with splitting off the tens from 
both numbers and adding or subtracting them separately (e.g., 46 + 23 is 
determined by taking 40 + 20 = 60, etc.). The other strategy, N10, starts 
directly with jumping by tens from the first unsplit number (46 + 23 is 
determined by taking 46 + 20 = 66, etc.), which makes quite a difference, as 
we will see. In Dutch didactic publications the more popular names split 
method (1010) and jump method (N 10) are in use. 

Examples of both strategies are given in Table 1 (addition) and Table 2 
(subtraction) for no-carry and carry problems. Notice that the units-first vari- 
ations u-1010 (6 + 3 = 9, 40 + 20 = 60, 60 + 9 = 69) and u-N10O (46 + 3 = 49, 
49 + 20 = 69) were also classified in our study within the main categories 
1010 and N10. This is because these latter types also process the numbers of 
a piece and therefore are not to be confused with the columnwise right-to- 
left procedure. As mentioned above, this standard right-to-left mental 
algorithm used by American children is quite uncommon with Dutch chil- 
dren in the lowest grades. 

In American literature, 1010-like strategies are sometimes described as 
decomposition or regrouping procedures (Hamann & Ashcraft, 1985; 
Resnick, 1983; 1986). N10-like strategies, however, are less well known 
and seldom described. One of the exceptions is Baroody (1987), who 

Table 1 
Mental Strategies 1010 and NlO for Addition Up to 100: No-Carry and Carry Problems 

No-carry problem: 46 + 23 Carry problem: 38 + 16 
1010: 1010: 

S 

46 40 +20 =60 60+9=69 38 ` 30 + 10 =40 + 10 = 50, 50 + 4 = 54 6 + 3 = 9 8 + 6 =14 
NIO: NIO: 
46+20=66,66+ 3 =69 38+ 10=48,48+2+4=54 
Note. Solution steps starting with the units were also classified as (u)-1010 or (u)-N10 strategies. 
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Table 2 
Mental Strategies 1010 and N1O for Subtraction up to 100: No-Carry and Carry Problems 

No-carry problem: 58 - 26 Carry problem: 42 - 15 

1010: 1010: (carrying afterward) 

58 50 - 20 =30 } 30 + 2 =32 42- 40 - 10 = 30 20 } 20+7=27 8- 6= 2 2 - 5 = -? 12-5=7 
1010: (carrying before) 
42 -`30 - 10 = 20 20 + 7 = 27 

12 - 5 = 7 
10 - s: (units stepwise) 
42` 40 10 = 30 } 30+2=32,32-2-3=27 2 - 5 - 

NIO: NIO: 
58-20=38,38-6=32 42 - 10 = 32, 32-2-3=27 
Note. Solution steps starting with the units were also classified as (u)-1010 or (u)-NIO strategies. 

Once acquired and practiced, the N10 strategy becomes a rather smooth 
and fluent mental computation procedure, as can be seen in Tables 1 and 2. 
The sequential steps-jumping by tens and units along the inner number- 
line-always go the same way, for addition and subtraction and for no-carry 
and carry problems. Therefore, the N10 strategy might be qualified as a 
rather algorithmic computation procedure (Beishuizen & Van Mulken, 
1988). Didactic publications call N10 the safer strategy (Boonstra, 1980). 
Not only in The Netherlands but also in other European countries such as 
England (cf. Williams & Shuard, 1982) and Germany (cf. Griesel & 
Sprockhoff, 1986), N10 is emphasized as the preferred mental strategy for 
addition and subtraction up to 100. 

However, initial learning difficulties with N10 jumps on the inner num- 
berline are not to be neglected (cf. Fuson, 1990). Instruction using only 
some prestructured exercises (46 + 23 = 46 + + = ?), as traditional 
mathematics books offer, is not felt to be effective enough. Therefore, the 
extension of the declarative and procedural knowledge base toward N10 is 
more heavily supported now in most Dutch mathematics books (through 
blocks or hundredsquare, cf. Figure 1). Nevertheless, acquiring N10 still 
remains a learning problem for many children. From our earlier research 
(Beishuizen 1985, 1986, 1989), we estimate that in school practice about 
half of Dutch children prefer 1010, whereas the other half apply N10, with a 
few of them using a mixture of 1010 and N10. 

This practice in Dutch classrooms would seem to be quite different from 
U.S. classrooms, where 1010-like strategies seem much more dominant in 
children's solutions (Resnick, 1986; Fuson, 1990). To us, this situation in 
Dutch school practice also offered the occasion and the opportunity for our 
first research question: a comparison of the mental strategies 1010 and N10. 
This is also a neglected question in Dutch publications, which emphasize 
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Comparaison#de#la#
technique#des#blocs#et#

de#celle#du#
déplacement#sur#le#

carré#de#cent#

1a) Condition BL 
(blocks and cubes) 

1. Displaying both numbers with 
Unifix 10-blocks and cubes 

r----------33and25 

2. Adding 10-blocks 
and verbalization 

33 + 20 = 53 

3. Adding units with cubes 
and verbalization 

53 + 5 =58 

2/3. Children's shortcut strategy: 
joining of 10-blocks and cubes 

30 +20 =501 
5 +3=81 =58 

4. Standard prestructured problems 
in workbook 
33 + 25 = 33 + -- + -- = 

1 b) Condition HU 
(hundredsquare) 

1. Representation of first number 
through one cube 

33 
2. Jumping by tens with one cube 

and verbalization 

33 + 10 = 43, 
43 + 10 = 53 

3. Jumping by units with one cube 
and verbalization 

53 + 5 = 58 
4. Corresponding diagrams in workbook 

+20 

531-58 
33+ 25= 

47 + 22 = 

Figure 1. Different types of materials and models in Dutch second grades. 
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Types'd’erreurs'commises'
310 Mental Strategies 20-100 

Table 7 
Examples of Error Types at Ti, Taken From Consistent Users of the 1010 Strategy (N = 40) 
and the NIO Strategy (N = 34) 
Error types 1010 strategy f N10 strategy f 
Wrong number 

facts (units) 38 + 16 = 40 + 13 (8 + 6) = 53 5 42 - 15 = 32 - 5 = 28 8 
Wrong number 

sequence 
(tens) 58-34=50-30= 10+4= 14 4 46+23=76(46+20)+3=79 7 

Forgetting 
number parts 46 + 23 = 60 + 3 = 63 6 26 - 12 = 26 - 10 = 16 2 

Not 
carrying tens 42 - 15 = 30 + 7 (12 - 5) = 37 10 

Wrongly 
combining 
steps 58 - 34 = 20 - 12 (8 + 4) = 8 12 

Wrongly 
subtracting- 
all 26-12= 10-6-2= 2 15 58-34= 28-8= 20-4= 16 3 

Smaller-from- 
larger bug 42 - 15 = 30 + 3 (5 - 2) = 33 17 42 - 15 = 32 - 5 (5 - 2) = 33 

Wrong 10s- 
adaptation 42 - 15 = 30 + 5 = 35 - 2 = 33 6 - 

Other 3 2 
Total = 78 Total = 24 
Mean = 1.95 Mean = 0.71 

Note. Errors are underlined. 

Mainly procedural insight errors occur with the 1010 strategy (cf. Table 2): 
absence of carrying or inadequate adaptation to carry problems, such as the 
well-known "smaller from larger" bug (42 - 15 = 33) and not carrying the 
tens (42 - 15 = 37, cf. Table 7). There are also procedural errors with a 
more specific mental character: incorrect sequencing or inadequate (re)com- 
bining of 1010 steps (Table 7), such as mistakenly subtracting all (26 - 12 = 
10 - 6 - 2 = 2), and wrongly combining steps (58 - 34 = 20 and 8 + 4 = 12, 
together 20 - 12 = 8). 

Such procedural errors were far less evident with the N10 strategy (Table 7). 
Weak points of the N10 strategy are more often to be found with incorrect 
number facts (units: 32 - 5 = 28) and incorrect number sequences (tens: 
46 + 20 = 76), as we see in Table 7. Those errors, we suppose, mainly 
reflect initial learning difficulties typical for users of N10, that is, the 
extension of their declarative (numberline) knowledge base or the extension 
of their network of (new) number relationships. 

In summary, the analysis of error types reveals a rather discriminating 
pattern between the 1010 and the N10 strategies. The supposed qualitative 
differences with respect to procedural (1010) and knowledge (N10) aspects 
are confirmed (research question la.). Probably the selection of consistent 
1010 and N10 students has contributed to such a clear-cut pattern in the 
error types. 
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Importance des connaissances 
•  Les faits (4 + 5 -> 9) et les savoir-faire 

(procédures) sont indispensables pour 
réussir les opérations complexes, mentales 
ou posées ; ces dernières à la fois les 
mobilisent et les consolident ;  

•  Importance des exercices : systématiques, 
brefs, quotidiens ;  

•  Toute la scolarité ; jeux ou opérations de 
plus en plus complexes et rapides? 
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Les opérations 
Connaissances conceptuelles 

Une question peu abordée 
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Comment résolvez-vous? 

•  147 x 236 / 236? Inversion x et / 
•  274 x 418 / 312? Contrôle ou Standard 
•  523 x 480 / 240? Associativité (axb)/c = 

ax(b/c) 
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Quelques propriétés 

•  La commutativité de l�addition et de la 
multiplication : 3+4 = 4+3; 4x5=5x4 mais pas 
de la soustraction ou de la division ; 

•  La relation inverse entre addition et 
soustraction : a+b=c -> c-a=?; idem entre 
multiplication  et division ; 

•  L�associativité: entre addition et 
soustraction (a+b)-c = a+(b-c) mais pas entre 
soustraction et multiplication (a-b)xc diffère 
de a- (bxc), etc. 

•  Peu de tests, peu d�activités… 
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Des questions 
•  La possibilité d�utiliser l�inversion (a+b-

b) pour résoudre une opération 
complexe, par comparaison avec une 
opération standard (a+b-c) se traduit-elle 
par une meilleure réussite, plus rapide et 
par l�explication de cette utilisation? 

•  Même question pour l�associativité: 
calculer a+b-c en effectuant parfois b-c 
puis a+(b-c) plutôt que a=b suivi de (a
+b)-c ; Colmar oct 2016 102 

Connaissances conceptuelles 
L’inversion  

•  La possibilité d�utiliser l�inversion (a+b-b) 
pour résoudre une opération complexe (a + 
1 – 1; puis a + 2 – 2), par comparaison 
avec une opération standard (a+a-c) (a + a 
– 1; a + a – 2) se traduit-elle par une 
meilleure réussite, plus rapide et par 
l�explication verbale de cette utilisation? 

•  Avec des briques en plastique 
combinables ; enfants de 5 ans et demi ; 
pas de généralisation ; Colmar oct 2016 103 

L’inversion potentielle est-elle utilisée? 

Concrète 
identique 

Concrète 
Différente 

Invisible 
identique 

Invisible 
Différente 

Verbaux Abstrait 

a + b - b 2,4 1,55 1,65 1,2 1,55 1,4 
Contrôle 0,3 0,4 0,5 0,2 0,4 0,9 
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Concrète identique: briques ajoutées puis retirées au même 
endroit d’une réglette ; 
Concrète différente: briques ajoutées et retirées à des 
endroits différents de la réglette ; 
Invisible : l’enfant doit imaginer, pas de matériel utilisé ; 
Verbaux: Il y a 11 cadeaux sous l’arbre de Noël, on en 
apporte 5 nouveaux, puis Paul en enlève 5. Combien… 
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Bilan en CE1 et CM1 
•  Inversion utilisée par environ 50% des 

enfants, sans aucune évolution entre 
CE1 et CM1 ; 

•  Pourtant, tous les enfants la jugent 
pertinente et efficace: passer d�une 
connaissance à un savoir faire ; 
entraîner? 

•  Associativité moins connue, jugée 
moins souvent pertinente et peu 
utilisée: scolariser? 

Conclusion 
•  Une question mal connue et peu 

explorée ; 
•  Des performances assez précoces pour 

certaines propriétés : commutativité et 
inversion (addition/soustraction) ; des 
différences interindividuelles qui perdurent ; 

•  Des performances tardives pour d�autres 
(associativité) : que donnerait un 
enseignement? 

•  Quelles incidences sur les 
apprentissages mathématiques 
ultérieurs? Pas de données ;  Colmar oct 2016 106 

POUR CONCLURE 

Deux dimensions 
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Deux dimensions 
•  Une dimension spécifiquement 

mathématique ; poids le plus important dans 
le devenir des performances mathématiques ; 
très précocement impliquée ; améliorable 
précocement ; importance des progressions 
et des consolidations ;  

•  Des dimensions cognitives générales : le 
langage et les systèmes symboliques (leurs 
propriétés) ; la MT, presque toujours 
impliquée (différentes sous-dimensions) ; la 
vitesse ; l’attention ; Colmar oct 2016 108 



Dimension mathématique 
•  Intervenir sur le sens du nombre, le 

dénombrement, la résolution des 
opérations ; impact à court terme ; à long 
terme? Jusqu’où? 

•  Efficacité d’interventions en maternelle avec 
enfants défavorisés ; stabilité des résultats 8 
semaines plus tard ;  

•  Efficacité d’interventions combinant 
opérations et stratégies ; 

•  Importance de progressions permettant de 
situer les niveaux de performances ;  109 Colmar oct 2016 

Dimensions générales 
•  Intervenir sur les capacités générales: 

systèmes symboliques; MT; vitesse?; 
attention? Des effets?  

•  Tenir compte des capacités générales et 
de leurs faiblesses ; difficultés de langage 
(impact sur le transcodage et les opérations 
mentales ; les faits) ; difficultés spatiales ou 
praxiques (impact sur la ligne numérique, les 
calculs et l’aperception des quantités) ; la 
mémoire à court terme (calcul, faits) ;  
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Des questions 
•  Rôle de l’environnement socio-culturel; 

mal connu, peu évalué ; interventions? 
•  Rôle de l’enseignement dispensé ; peu 

étudié ; 
•  Rôle de l’anxiété, y compris chez les 

enseignants ; que faire? 
•  Et sans doute bien d’autres…. 
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Pour en savoir plus 
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